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Modellierung bedeutet immer, von verschiedenen Effekten, die eventuell nicht we-
sentlich sind, zu abstrahieren. In sehr vielen Systemen, die mathematisch modelliert
werden, treten viele kleine Effekte auf, die jeder fir sich keine Rolle spielen und da-
her vernachlassigt werden. Die Summe dieser kleinen Effekte kann aber wichtige
Effekte haben. Da man die einzelnen Effekte nicht genau genug kennt, um sie in
einem Modell explizit zu bertcksichtigen, oder da hierfir der mathematische Auf-
wand zu grofd ware, berucksichtigt man ihre Summe als eine stochastische Varia-
ble. Modelle, die stochastische Variable enthalten, haben besondere Eigenschaften
und mussen auf besondere Weise behandelt werden. Welche Aspekte dabei wichtig
sind, wird hier erlautert.

Copyright ©1999-2007 Andreas Mielke


http://www.andreas-mielke.de

Stochastische Modelle 2
Inhaltsverzeichnis
1 Einfihrung 3
2 Ursachen fir stochastisches Verhalten 3
3 Rauschinduzierte Phanomene 4
4 Maodellierung 5
4.1 Stochastische Modellgleichungen. . . . . . . . . .. .. ... ... L. 5
4.2 Modelle fUr statistische GroRRen . . . . . . . . . . . . . . 7
4.3 Effektive Modelle . . . . . . . . . 7
5 Zufallszahlengeneratoren 7
5.1 FunKtionsSwWeIiSe . . . . . . . o e e e e e e e e 7
5.2 TeStS . . . . e e 8
5.3 RESSOUrcCeNn . . . . . . . . e e 8

Copyright ©1999-2007 Andreas Mielke




Stochastische Modelle 3

1 Einfuhrung

In sehr vielen Féllen werden Einflsse auf ein System, die nicht hinreichend bekannt sind, in
der Modellbildung vernachlassigt. Ob das vertretbar ist, hangt von der jeweiligen Situation und
von der Fragestellung ab. In einigen Féllen ist es mdglich, z.B. kleine, unvorhersagbare Unre-
gelmafigkeiten oder die Summe vieler kleiner Effekte durch Einfihrung einer stochastischen
Variablen zu berticksichtigen. In der Physik werden solche Modelle, sei es mit statischen oder
mit dynamischen Zufallsvariablen, seit sehr vielen Jahren in unterschiedlichen Bereichen sehr
erfolgreich eingesetzt. Dabei hat sich gezeigt, da3 es durch die Einfihrung solcher GréR3en
in einem Modell zu ganz neuen Phanomenen kommen kann. Aber selbst wenn das nicht der
Fall ist, kann es wichtig sein, Stérungen in solch einem Rahmen zu bericksichtigen, um die
Genauigkeit der Vorhersage abschatzen zu kénnen. Da Stérungen immer vorhanden sind - es
gibt keine perfekt isolierten Systeme - stellt sich letztlich in jedem Modell die Frage, ob ihre
Bertlicksichtigung wichtig ist.

In der Regel stellt es begrifflich keine besondere Schwierigkeit, in einem Modell Stérungen in
geeigner Weise durch stochastische Gréf3en zu beriicksichtigen. Bei der Lésung dieser Modelle
gibt es ein paar Besonderheiten zu beachten:

e Einige Methoden, die fur Modelle ohne stochastische Variable sehr effizient sind, kénnen
nicht oder nur mit Vorsicht angewandt werden.

e Um eine gute Statistik zu erhalten, benétigt man in deutlich mehr Rechenzeit als bei Mo-
dellen ohne stochastische Variable.

e Man bendtigt einen Zufallszahlengenerator, an den je nach Modell unter Umstéanden hohe
QualitatsmalRstéabe angelegt werden mussen.

Auf diese Punkte wird weiter unten detailliert eingegangen,

2 Ursachen fur stochastisches Verhalten

Es gibt zwei Quellen fiir stochastisches Verhalten. Stochastisches Verhalten kann durch &uf3ere
Stérungen des Systems verursacht werden oder es kann in dem System selbst enthalten sein.
Beide Falle kann man sich an Beispielen deutlich machen:

Storungen.

Oft wird das Verhalten eines Systems durch unterschiedliche Stérungen beeinflu3t. Eini-
ge wenige, groRere Storungen des Systems lassen sich eventuell explizit bertcksichtigen.
Das gilt zum Beispiel fur den Einfluf3 anderer Himmelskdrper auf die Bewegung eines Sa-
telliten um die Erde. Inwieweit solche Stérungen zu bertcksichtigen sind, hangt von der
Fragestellung ab und von der Genauigkeit, die fur die Vorhersage benétigt wird. Viele,
kleine Stoérungen, die nicht alle explizit berlicksichtigt werden kénnen, lassen sich haufig
in der Summe durch einen stochastischen Term modellieren. Ein typisches Beispiel fir
ein solches System ist die Bewegung eines kleinen Teilchens in einer Flussigkeit. Das
kleine Teilchen wird durch die Flussigkeitsmolekile hin- und hergestoRen. Es bewegt sich
unregelmé&nig hin und her. Diese unregelmallige Bewegung kann modelliert werden und
es ist moglich, bestimmte Eigenschaften der Bewegung zu beschreiben. Die Bewegung
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wird Brownsche Bewegung genannt. In den meisten Fallen wirken hauptséchlich andere
Krafte auf das Teilchen, die eigentlich von Interesse sind und in dem Modell auftreten.
Die Wirkung dieser Kréfte wird durch die Stof3e der Flussigkeitsmolektle gestort. Je klei-
ner das System ist, desto groR3er ist der Einflu der Storterme. Typische Beispiele treten
bei der Modellierung von Systemen in der Nanotechnologie oder von mikrobiologischen
Systemen auf.

Intrinsische Stochastizitat.

In anderen Féllen ist das stochastische Verhalten von dem System selbst vorgegeben. Ein
typisches Beispiel ist die Modellierung eines Devisenkurses. Wir gehen von dem Idealfall
aus, dal3 alle Marktteilnehmer die gleichen Informationen haben. Ein Devisenkurs, also ein
Preis flr eine Wéahrung in einer anderen Wahrung, entsteht durch ein Gleichgewicht von
Angebot und Nachfrage. Der Devisenmarkt funktioniert nur deshalb, weil verschiedene
Teilnehmer des Marktes aus diesen Informationen unterschiedliche Schlisse ziehen und
sich daher unterschiedlich verhalten. Gleiches Verhalten wirde zu keinem verninftigen
Verhalten des Marktes fuhren, da alle Teilnehmer entweder verkaufen oder kaufen wiir-
den. Erst das unterschiedliche Verhalten der Teilnehmer fuhrt zu einem funktionierenden
Markt. Grunde fur unterschiedliches Verhalten bei gleicher Information liegen an einer un-
terschiedlichen Erwartungshaltung der Marktteilnehmer, oder auch an unterschiedlichen
Bedurfnissen und Interessen. Gerade bei einem Markt mit vielen Teilnehmern ist es nicht
moglich, das Verhalten jedes Teilnehmers deterministisch zu beschreiben. Das stochasti-
sche Verhalten des Systems ist also intrinsisch im Modell vorhanden.

3 Rauschinduzierte Phanomene

Stochastische GroRRen in einem Modell werden auch als Rauschen bezeichnet. In vielen Fal-
len ist Rauschen unerwtinscht. Betrachtet man zum Beispiel die Signaliibertragung in einem
Wellenleiter, dann wird man versuchen, Stérungen zu unterdriicken, die zu einem Rauschen
fuhren. In der Regel lassen sich Stérungen aber nie vollstéandig unterdriicken.

Modelle, in denen stochastische Grofzen vorkommen, erlauben trotz der Zufalligkeit, die in dem
Modell enthalten ist, eine Vorhersage oder eine Beschreibung des Systems. Man erhélt aller-
dings nur statistische Aussagen, etwa Uber Mittelwerte oder Wahrscheinlichkeiten. Andererseits
treten in einem stochastischen Modell neue Ph&nomene auf. Stichworter hierflir sind stochasti-
sche Resonanz, rauschinduzierte Stabilitat oder rauschinduzierter Transport:

e Stochastische Resonanz ist ein Verstarkungseffekt, der in vielen Systemen beobachtet
wird. Ein periodisches Signal wird in diesen Systemen durch zusatzliches Rauschen er-
heblich verstarkt.

e Rauschen kann einen eigentlich instabilen Zustand des Systems so stabilisieren, dal’ sich
das System hauptsachlich in diesem Zustand befindet.

e In bestimmten Féllen kann Rauschen zu einem Transport fihren. Vorrausetzungen hierfr
sind, daf3 das Rauschen selbst korreliert ist und dal’ das System eine geeignete Assyme-
trie hat.

Diese Phanomene werden insbesondere in der Nanotechnologie, in chemischen Systemen (mi-
kroskopische Beschreibung von Reaktionen) oder in mikrobiologischen Systemen beobachtet.
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Der Grund dafur ist, dal3 in kleinen Systemen Storungen einen sehr viel gré3eren Einflul3 ha-
ben. Rauschen spielt in kleinen Systemen eine wesentlich gro3ere Rolle.

Einige ausgewabhlte Veroffentlichungen ht t p: / / ww. t phys. uni - hei del ber g. de/ ~mi el ke/ noi se. ht
und ein Vorlesungsscript ht t p: / / ww. t phys. uni - hei del ber g. de/ ~mi el ke/ ss01. pdf

Uber rauschinduzierte Phanomene in Physik und Biologie finden Sie auf meiner homepage
http://ww. t phys. uni - hei del ber g. de/ ~ni el ke/ an der Universitat Heidelberg.

4 Modellierung

Es gibt unterschiedliche Mdglichkeiten, stochastische Modelle zu formulieren:

e Die naheliegenste Formulierung besteht darin, als Ausgangspunkt ein Modell zu verwen-
den, in dem die kleinen Stérungen als Ursache des Rauschens zunachst nicht beriick-
sichtigt sind. Dieses Modell erweitert man, indem man in sehr idealisierter Weise die St6-
rungen bericksichtigt. Da es in der Regel bei den Stérungen nicht auf Details ankommt,
kdnnen diese Erweiterungen unter Umstanden eine sehr einfache Struktur haben. Diese
Modelle enthalten dann eine grofR3e Zahl von Freiheitsgraden, die die Stérungen modellie-
ren und die eigentlich nicht von Interesse sind.

e Da die Stérungen ohnehin nicht explizit bekannt sind, kann man ihren Einflu3 in der Sum-
me als einen Zufallsvariable beschreiben. Betrachtet man speziell zeitabhéangige, also
dynamische Systeme, dann wird diese Zufallsvariable ebenfalls zeitabhangig sein. Die
wesentlichen Fragen fur die Modellierung sind, welche statistischen Eigenschaften (Mittel-
wert, Korrelationen, Verteilungsfunktion, etc) die Zufallsvariable hat und an welcher Stelle
sie im Modell auftaucht.

e Beschreibt man ein System durch ein Modell, in dem eine Zufallsvariable auftaucht, dann
werden automatisch alle abgeleiteten Grol3en des Modells auch einen mehr oder weniger
zufélligen Charakter haben. Von diesem GroRen wird man also auch wieder die stati-
stischen Eigenschaften berechnen kénnen. In den meisten Féllen kann man aus dem
Modell, in dem die Zufallsvariablen direkt auftreten, ein aquivalentes konstruieren, dald
Aussagen Uber bestimmte statistische GroRRen liefert.

e SchlielRlich kann man in bestimmten Grenzfallen effektive Modelle konstruieren, die direkt
effektive (statistische) Variable enthalten.

Die erste Moglichkeit spielt fur praktische Falle eine untergeordnete Rolle. Sie findet nur dann
Anwendungen, wenn keine der anderen Modellierungen mdglich ist. Die anderen Félle sind
praktisch relevant und werden im Folgenden diskutiert.

4.1 Stochastische Modellgleichungen

Stochastische Modellgleichungen sind von der Form den Modellgleichungen ohne Rauschen
sehr ahnlich, enthalten aber einen oder mehrere Beitrage, in denen ZufallsgroRen vorkommen.

Beschreibt man mit dem Modell statische Gréf3en, dann wird es sich bei den Modellgleichungen
um statische Beziehungen handeln. Typische Falle sind einfache, lineare Probleme oder kompli-
zierte, nichtlineare Optimierungen. Diese Gleichungen werden in der Regel numerisch, also mit
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dem Computer geldst. Das ist auch fir den stochastischen Fall moglich. In der Regel wird man
die Zufallsvariablen mit Hilfe eines geeigneten Zufallszahlengenerators erzeugen. Fir jeden er-
zeugten Satz von Zufallsvariablen werden die Modellgleichungen geldst. Die Lésungen selbst
hangen naturlich von den gezogenen Zufallsvariablen ab. Hat man fur hinreichend viele Satze
von Zufallsvariablen die Gleichungen geldst, dann kann man die verschiedenen Lésungen mit
gangigen statistischen Verfahren auswerten. Man erhalt so fur die Lésungen Mittelwerte, Vari-
anzen, und je nach Bedarf Naherungen flr Verteilungsfunktionen (Histogramme) oder hdhere
Momente.

Fir dynamische Probleme ist das Vorgehen im Prinzip ahnlich, es sind allerdings einige zu-
satzliche Bedingungen zu beachten. Zunachst unterscheiden sich auch in diesem Fall die Mo-
dellgleichungen nur dadurch von dem Fall ohne Rauschen, dal3 zusatzliche Terme auftreten,
die Zufallsvariablen enthalten. Auch hier kann man die Zufallsvariablen im Prinzip mit einem
Zufallszahlengenerator erzeugen. Das Problem ist aber, daf? die Zufallsvariablen zeitabhangig
sind, man also im Prinzip fur jedem Zeitpunkt eine neue Zufallszahl erzeugen musste. Das ist
naturlich nur moglich, wenn man sich auf diskrete Zeitschritte beschrankt.

Im Prinzip bedeutet die Beschrankung auf diskrete Zeitschritte zunachst keine wesentliche Ein-
schrankung. Numerische Ldsungsverfahren flr dynamische Probleme arbeiten in der Regel
immer mit diskreten Zeitschritten. Trotzdem sind vier Punkte zu beachten:

1. Wenn die ZufallsgréfRe zu diskreten Zeiten mit einem Zufallszahlengenerator bestimmt
wird, der (im wesentlichen) unkorrelierte Zufallszahlen liefert, dann bestimmt der Zeitab-
stand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zeitpunkten die Korrelationszeit der Zufalls-
groRe. Ist die ZufallsgréRRe zeitlich unkorreliert, dann mul3 dieser Zeitabstand klein vergli-
chen mit allen anderen typischen Zeitskalen des Systems gewdahlt werden. Sonst kann
es durch die Korrelationen zu unerwiinschten Nebeneffekten kommen. Ist die Zufallsgro-
Be dagegen zeitlich korreliert, dann wird man die Zeitschritte in der Regel kleiner als die
Korrelationszeit wahlen und entsprechend korrelierte Zufallszahlen erzeugen. Die genaue
Vorgehensweise hangt dann von der Art der Korrelationen ab.

2. Esgibt unterschiedliche Typen von Algorithmen zum Lésen dynamischer Probleme. Einige
arbeiten mit einer festen Diskretisierung. Dann bleibt der Zeitabstand zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Zeitpunkten fest. Andere arbeiten mit variabler Diskretisierung. Dann
wird der Zeitabstand wahrend der Losung immer an das Verhalten der dynamischen Gro-
Ben angepasst. Fur nicht stochastische Modelle sind diese Verfahren haufig sehr effizient.
Simuliert man ein Modell mit stochastischen dynamischen Grofl3en, kann es bei diesen
Verfahren aber zu Problemen kommen. Zum einen kann es passieren, dal3 die automa-
tisch bestimmte Schrittweite zu klein wird, dann ist das Verfahren ineffizient. Zum anderen
kann es vorkommen, dal die variable Schrittweite zu variablen, zeitlichen Korrelationen
fuhrt, die unerwiinscht sind.

3. Da man Zeitreihen von Zufallszahlen benétigt, ist es wichtig, einen guten Zufallszahlen-
generator auszuwahlen, der méglichst wenig Korrelationen hat. Zudem benétigt man sehr
viele Zufallszahlen fur eine gute Statistik, auch deshalb ist die Qualitat des Zufallszahlen-
generators wichtig.

4. In der Regel mufd man, um eine gute Statistik zu erzielen, das Modell mit vielen Realisie-
rungen der ZufallsgroRe 16sen. Fir dynamsiche Probleme kann es genigen, das Modell
mit einer Realisierung lange zu simulieren. Das wére der Fall, wenn zeitliche Mittelwerte
oder Korrelationen mit Mittelwerten oder Korrelationen tGiber verschiedene Realisierungen
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Ubereinstimmen. Dieser Punkt ist in vielen Féallen aus den Modellgleichungen selbst ab-
zuleiten, ohne eine Simulation durchfiihren zu missen.

4.2 Modelle fur statistische GroRRen

In einigen Fallen lassen sich aus den stochastischen Modellgleichungen direkt Gleichungen fur
statistische Gré3en (Mittelwerte, Momente von Verteilungen, Verteilungsfunktionen, etc.) ablei-
ten. Je nachdem, wie kompliziert die Fragestellung ist, benétigt man kompliziertere Grof3en und
damit auch kompliziertere Modelle. Diese Modelle enthalten keine stochastischen Variablen
mehr, aber stattdessen Informationen Uber die statistischen Eigenschaften dieser Variablen.
Zudem sind sie meist komplexer. Fur ein dynamisches Problem, dal3 durch eine einzige Koor-
dinate beschrieben werden kann (z.B. eine Reaktionskoordinate in einer chemischen Reaktion)
wird aus einer gewohnlichen stochastischen Differentialgleichungen im Rahmen des stocha-
stischen Modells eine partielle Differentialgleichung fir die Wahrscheinlichkeitsverteilung. Far
diese Gleichungen stehen dann neue numerische Verfahren zur Lésung zur Verfligung. Spezi-
ell wenn man genaue Resultate braucht, ist der numerische Aufwand fur diese komplizierteren
Modelle geringer als der Aufwand fir die vielfache Lésung der einfacheren stochastischen Glei-
chungen.

4.3 Effektive Modelle

Ob es mdglich ist, effektive Modelle fir ein Problem aufzustellen, das stochastische GroRRen
enthalt, hangt von der konkreten Problemstellung ab und kann nur im Einzelfall beantwortet
werden. Wenn sich solche Modelle herleiten lassen, dann ist es in der Regel sehr viel weniger
aufwendig, diese Modelle zu I6sen, als eines der beiden vorangegangenen Verfahren anzuwen-
den.

5 Zufallszahlengeneratoren

In sehr vielen Fallen wird man ein Problem mit stochastischen Variablen durch direkte Losung
der stochastischen Modellgleichungen untersuchen. Man bendtigt dann qualitativ gute Zufalls-
zahlengeneratoren. Wie diese Generatoren funktionieren und was bei ihrer Anwendung zu be-
achten ist, wird in diesem Abschnitt diskutiert.

Echte Zufallszahlen, die nicht tGber einen Zufallszahlengenerator wie unten beschrieben gene-
riert werden, sind im WWW unter random.org ht t p: / / www. r andom or g zu bekommen.

5.1 Funktionsweise

Zufallszahlengeneratoren, die fur numerische Zwecke verwendet werden, erzeugen aus einer
oder mehrerer Zufallszahlen eine oder mehrere neue Zufallszahlen. Die Algorithmen, die dabvei
verwendet werden, sind deterministisch. Es handelt sich bei solchen Zufallszahlen also streng
genommen um Pseudo-Zufallszahlen.
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Einfache Zufallszahlengeneratoren benutzen die Multiplikation von ganzen Zahlen mit grof3en
Primzahlen zur Erzeugung von Zufallszahlen. Die Ganzzahlarithmetik eines Rechners arbeitet
mit endlich vielen Bits zur Darstellung einer ganzen Zahl. Es gibt daher eine grofite ganze Zahl
M. Ist das Ergebnis einer Rechnung groéRer als M, so liefert der Computer nicht das richtige
Ergebnis, sondern nur den Rest, den man bei Division durch M erhalt. Multipliziert man eine
ganze Zahl mit einer Primzahl, die hinreichend grol3 ist, so erhélt man auf diese Weise eine
Reihe von Zufallszahlen. Folgender Fortrancode liefert eine Folge von Zufallszahlen X, die zwi-
schen 0 und 1 liegen, und ganze Zahlen | , die zwischen 0 und 2147483647, wobei von einer
32-Bit Arithmetrik ausgegangen wurde:

| =I »65539
I F(1.LT.0) |=I+2147483647+1
X=1*0. 4656612E- 9

Die erzeugte Zahlenfolge ist zwar eine Folge von Pseudo-Zufallszahlen, aber natirlich peri-
odisch, da es nur endlich viele ganze Zahlen in einer 32-Bit Arithmetrik gibt und sich die Zufalls-
zahlen irgendwann wiederholen.

5.2 Tests

Es gibt eine Reihe einfacher statistischer Tests, mit denen man Zufallszahlengeneratoren te-
sten kann. Meist stellt sich heraus, dal? die Pseudo-Zufallszahlen Korrelationen haben, die un-
ter Umstanden zu Problemen fihren kénnen. In der Regel treten Korrelationen erst in héheren
Ordnungen auf. Sie kdnnen mit statistischen Verfahren berechnet werden. In vielen Fallen ha-
ben sich aber auch physikalisch motivierte Tests bewahrt. Ein sehr einfaches Beispiel ist die
Besetzung eines Kubus. Man erzeugt dazu ganzzahlige Zufallszahlen zwischen 1 und N und
interpretiert drei aufeinanderfolgende Zahlen (i,j,k) als Koordinaten in einem Wirfel der Kanten-
lange N. Wenn die Koordinaten (i,j,k) aufgetreten sind, gilt dieser Punkt als besucht. Berechnet
man den Bruchteil der nicht besuchten Gitterplatze, dann sollte dieser mit der Zahl der berech-
neten Zufallszahlen verschwinden. Fur den oben aufgefiihrten einfachen Algorithmus ist das fur
N=10 korrekt, aber schon fiir N>15 treten Probleme auf.

5.3 Ressourcen

Im GAMS (Guide to Available Mathematical Software htt p:// gans. ni st. gov/) gibt es ein
Kapitel zu Zufallszahlengeneratoren (Class L6 ... Random number generation ht t p: / / gamns. ni st. gov/ sel
findet man ein Vielzahl von Routinen zur Erzeugung von Zufallszahlen. In der Klasse L6c¢ ... Ser-
vice routines for random number generation ht t p: / / gans. ni st. gov/ serve. cgi / C ass/ L6c/
gibt es aulRerdem eine Reihe von Programmen zum Testen von Zufallszahlengeneratoren. Die
meisten dieser Programme sind Fortran Routinen. Eine grofRe Zahl ist inzwischen nach C por-
tiert worden. Auf den WWW-Seiten des National Institut for Standards and Technology werden
aber auch Java-Routinen ht t p: / / mat h. ni st. gov/j nt/ api / Package-j nt.random ht n
zur Verfigung gestellt. AuRerdem findet man dort qualitativ hochstehenden statistischen Refe-
renzdatenhttp: //ww. i tl.nist.gov/di v898/strd/,die fur statistische Zwecke benutzt
werden kdnnen.
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Die GNU Scientific Library http://ww. gnu. or g/ sof t war e/ gsl / gsl . ht ml bietet eine
Vielzahl von Routinen in C fir numerische Probleme aller Art. Enthalten sind auch eine Reihe
sehr guter Zufallszahlengeneratoren und Routinen zum Testen von Zufallszahlengeneratoren.
Die GNU Scientific Library ist zudem sehr gut dokumentiert.

Dariiber hinaus gibt es eine Vielzahl weiterer Quellen. Eine kleine Zusammenfassung mit Ver-
weisen auf andere Seiten gibt es an der Universitat Karlsruhe ht t p: / / www. uni - kar | sruhe. de/ ~RNG .

Echte Zufallszahlen, die nicht Gber einen Zufallszahlengenerator wie oben beschrieben gene-
riert werden, sind im WWW unter random.org ht t p: / / www. r andom or g zu bekommen.

An dieser Stelle sollte zudem deutlich gemacht werden, dal3 je nachdem, flr welchen Zweck
Zufallszahlen verwendet werden sollen, ganz unterschiedliche Anspriiche an Zufallszahlen ge-
stellt werden. Fur Simulationen benétigt man haufig eine sehr grole Menge an Zufallszahlen,
die zudem in den meisten Fallen unkorreliert sein sollten. Anders sieht die Situation z.B. in
der Kryptographie aus, wo Zufallszahlen meist in geringer Menge bendtigt werden, aber spe-
ziellen zusétzlichen Bedingungen gentigen mussen. Auskunft hierzu bietet ein White Paper
http://ww. cs. auckl and. ac. nz/ ~pgut 001/ pubs/ useni x98. pdf zur Erzeugung sol-
cher Zufallszahlen.
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